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Le but de ce développement est de montrer le théorème suivant :

Théorème. Soit H un espace Hilbert et J : H → R convexe, continue et coercive (ie telle que
J(x) −−−−−→

||x||→+∞
+∞). Il existe α tel que J(α) = inf

x∈H
J(x).

Preuve : L’idée de la preuve est de montrer et exploiter la compacité faible de la boule unité
dans un Hilbert.
Soit (xk) une suite de H telle que J(xk) −−−−→

k→+∞
inf
x∈H

J(x).

Étape 1 : Montrons que la suite (xk) est bornée.

Par l’absurde, si (xk) est non bornée, il existe φ : N → N strictement croissante tel que
||xφ(k)|| −−−−→

k→+∞
+∞. Par coercivité, on a J(xφ(k)) −−−−→

k→+∞
+∞ ce qui contredit la définition de

(xk) d’où il existe C > 0, tel que pour tout k ∈ N, ||xk|| ≤ C.

Étape 2 : Montrons que l’on peut extraire de (xk) une sous-suite faiblement convergente.

La suite (〈x0, xk〉)k∈N est une suite réelle et bornée par inégalité de Cauchy-Schwarz, donc par
théorème de Bolzano-Weierstrass, il existe φ0 : N → N strictement croissante telle que la suite
(〈x0, xφ0(k)〉) converge.

Par récurrence, pour i ∈ N, supposons avoir construit φ0, . . . , φi : N → N strictement croissante
tel que ∀p ∈ [[0, i]], (〈xp, xφ0◦···◦φp(k)〉) converge.
La suite (〈xi+1, xφ0◦···◦φp(k)〉) est bornée d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz donc il existe φi+1 :
N → N strictement croissante telle que (〈xi+1, xφ0◦···◦φi+1(k)〉).

On pose ψ : N → N
k 7→ φ0 ◦ · · · ◦ φk(k) (procédé d’extraction diagonale) et yk = xψ(k).

On a pour tout p ∈ N, (〈xp, yk〉)k∈N converge.

Considérons F = Vect(xp, p ∈ N),
On a pour tout ṽ ∈ F , (〈ṽ, yk〉) converge.
Comme H est un espace de Hilbert, par théorème du supplémentaire orthogonal on a H = F ⊕ F⊥.
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Montrons alors que pour tout u ∈ H, (〈u, yk〉) converge.
Soit u ∈ H, ε > 0, décomposons u comme u = v + w avec v ∈ F et w ∈ F⊥. Il existe ṽ ∈ F tel que
||v − ṽ|| ≤ ε.
On a pour tout k, l ∈ N,

|〈u, yk − yl〉| = |〈v, yk − yl〉|
≤ |〈v − ṽ, yk − yk〉| + |〈ṽ, yk − yl〉|
≤ ||v − ṽ||︸ ︷︷ ︸

≤ε

||yk − yl||︸ ︷︷ ︸
≤2C

+|〈ṽ, yk − yl〉|

De plus, (〈ṽ, yk〉) converge donc est de Cauchy donc il existe N ∈ N tel que |〈ṽ, yk − yl〉| ≤ ε pour
k, l ≥ N , d’où k, l ≥ N, |〈u, yk − yl〉| ≤ 2Cε+ ε = (2C + 1)ε.
La suite (〈u, yk〉) est donc de Cauchy dans R complet donc converge.

Étape 3 : Construisons α avec le théorème de Riesz

On pose
f : H → R

u 7→ lim
k→+∞

〈u, yk〉 , f est linéaire et continue par inégalité de Cauchy-Schwarz.

D’après le théorème de représentation de Riesz,

∃α ∈ H, ∀u ∈ H, f(u) = 〈u, α〉

Montrons que α convient,
Soit β > inf

x∈H
J(x), soit Cβ = {x ∈ H, J(x) ≤ β}.

Cβ est convexe (épigraphe d’une fonction convexe), fermé (en tant qu’image réciproque d’un fermé
par une fonction continue), non vide.
Soit p : H → H l’opérateur de projection sur Cβ.
Comme J(yk) −−−−→

k→+∞
inf
x∈H

J(x), yk ∈ Cβ à partir d’un certain rang. D’où :

∃N ∈ N,∀k ≥ N, 〈yk − p(α), α − p(α)〉 ≤ 0

D’où pour k → +∞, ||α− p(α)||2 ≤ 0 d’où α = p(α) et α ∈ Cβ.
D’où ∀β > inf

x∈H
J(x), J(α) ≤ β donc J(α) = inf

x∈H
J(x). □
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